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is　a　di k D⊂Σbound d　by
　　　Case　2．　The　pip　is　a　point．
　　　Suppose　that　the　pip　P（ω1，ω2）is　a　vertex　v．1、et　e1，e2，e3　be　the　edges　with　v．　Let∫1，f2，f3　be　the
faces　such　that　ei　is　the　edge　between　fi　and　f‘＋1．　We　may　suppose　that　bothωl　andω2　start　at∫1．
There　are　two　cases，（ω1，ω2）＝（∫1，flelf2e2プ3e3∫1），（ω1，ω2）＝（fielf2，fle3f3e2f2）．　In　any　cases　one　of
ω1，ω2is　not　minimaL　This　is　a　contradiction．　Whence　the　pip　canno七be　a　point．
　　　Case　3．　The　pip　is　1－dimensionaL
　　　The　pip　P＝P（ω1，ω2）is　homeomorphic　to　a　disk　D．　Therefore　if　P　is　1－dimensional，　then　P　is　a　tree．
First　suppose　that　P　has　more　than　2　endpoints，　that　is，　P　is　not　a　path．　In　this　case　there　happens　a
endpoint　ofthe　pip　such　that　it　is　not　adjacent　to　any　endpoints　of　7i　and　72．且ere　we　can　apply　pulling　over
the　vertex　to　one　of　w1，ω2．　See　Figure　9．　This　situation　contradicts　with　the　assumption　wi’s　are　minimal．
Hence，　P　is　a　path．　See　Figure　10．　Let　n（Wl）ニ｛nl（wl），n2（ω1），…｝，　n（ω2）＝｛nl（ω2），n2（ω2），…｝be
de丘ned　in　the　previous　section．
　　　We　may　assume　that　ni（Wl）≧2and　that　ni（ω2）≦－2．　Let　el＝乏（ω1）and　e2＝乏（ω2）．
Proposition　4．3
　　　ω
　　　②
　　　で3♪
　　　（4）
n（ω2）＝
　　　で5♪
n（ω2）
　　　⑥
nl（Wl）＝20r　nl（ω2）＝－2，01（ω1）…≡…01（ω2）十1（mod．2）
if　ni（ωゴ）：＝2（teSl），－2♪，むhell　ni＋1（ωゴ）≠2（reSI）．－2．♪
F（）rall　i，　ni（ω1）≦4and　ni（w2）≧－4．
The　sequence　n（wl）＝｛2，3，3，…　，3，2，…　｝（nor
｛－2，－3，－3，…　，－3，－2，…　｝♪callno亡happe皿．
The　sequellce　n（Wl）＝｛2，3，3，…　，3，4，…　｝（nor
｛－2，－3，－3，…　，－3，－4，…　｝♪cannot　happen．
The　sequence　n（Wl）ニ｛2，3，3，…　，3｝cannot　happen・That　is，亡he　pf 　P　fs　no亡1－dfmeηsfona1．
　　　（Proof）
　　　（1）　If　nl（ω1）≧3and　n1（ω2）≦－3　then　the　pip　P（ω1，w2）is　not　a　path．　See　Figure　11．01（ω1）≡
01（ω2）十1（mod．2）is　trivial．
　　　（2）　Assume　that　ni（ω1）＝ni＋1（ω1）＝2．　Thell　from　the　fbrmula　oi＋1≡ni十〇i十1（mod．2），　we
obtain　o琶…≡oi＋1十1（mod．2）．　It　fbllows　that　one　of（ni，oのand（ni＋1，0i＋1）is（2，0）．　Hellceω1　is　not
min三mal　and　it　is　a　contradiction．
　　　（3）　If　ni（ω1）≧5then　we　haveゴsuch　thatηゴ（ω2）＝nゴ＋1（ω2）＝－2　fbr　someゴ．　See　Figure　12．
（4）　　If　ni（ω1）
一｛2（i＝1，r）3　　（2≦i≦r－1），・h・n・1（w・）一｛91（i＝1）
（2≦i≦r）
One　of（nl（ω1），01（ω1））and（nr（ω1），or（ω1））is（2，0）．　This　is　a　contradiction．
（5）　　If　ni（ω1）ニ
2（i＝1）
3　　（2≦i≦r－1）　，then　ni（ω2）　ニ
4（i＝r）
and　o1≡02十1（mod．2）．
｛一3　　（1≦i≦γ・－1－2（iニr））・
See　Figure　13．
Hence，　oi（ω2）＝01（ω2）fbr　1≦i≦r．　It　fbllows　that　o1（ω1）≡or（ω2）十1（mod．2）．　One　of（nl（wl），01（ω1））
and（nr（ω2），or（ω2））is（土2，0）．　This　is　a　contradiction．
（・）Ifψ・）一﨟F｝）≦e、．1），・h・ne・－e・and
n・（w・）一
o：19三1、三誓）－2）・SeeF・g・・e・4・W・・nce・1（ω・）一・・（w・）f…≦i≦e・一・・1・f・ll・w・
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that　o1（ω1）≡oe2＿1（ω2）十1（mod2）．　One　of（nl（ω1），01（ω1））and（ne2＿1（ω2），oe2一1（ω2））is
is　a　contradiction．
（±2，0）．This
　　　Case　4．　When　the　pip　is　2－dimensional．
　　　In　order　to　prove　homotopy　property　in　this　case，　we　will　introduce　aロotion　of　c（osed　digital　curwes，
and　show　digital』Stokes　tんeorem．
Definition　4．4（Closed（ligital　curves）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωL・む゜0π一｛δ・51→Σ1（Al），（A2），（A3）｝b・ぬ・・e亡・f・1・・ed・・r囎・ρ・（Σ，H）・
②L・t　cCfi＝°Ofi／～・Here～f・・h・m・吻re1・伽f・°Ofi
‘3♪L・む゜Wfi－｛ω∈VVfi　1　a・＝・n｝・L・亡・・q・ival・・亡re1・亡f・・～・f・°陽b・g・nera亡・d　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α0δ0…αn～。αibi…απδ0α1．
Let　cWfi＝cW1fi／～。．　Le亡oψ：cOfi→oW言beむhe　map　de丘ned　fn亡he　same　way　aεψ．
　　　ωF・・δ・°Ofi，亡h・1・・9th・e（δ）・fω」・d・伽・d　by　e（δ）一＃δ∩且（1）・F・・ω∈cWfi，古h・1・ngth・i・
d・五・・d解（ω）一油むh・d・五m’伽・f°Wfi・
　　　‘5♪F・・ω∈σWfi，1・t　e－e（w）・（）y・1f・・eq・e・ces　m（ω）一｛m・（ω）｝1；δ，ψ）一｛ψ）｝1；δ，・（ω）一
｛Oi（w）｝1；孟are　d・五・・d　f・むh・・a皿・way　as　th・・e　f・・ω∈Wfi・
　　　‘6♪F・・ω∈°Wfi，ωf・ca11・d・吻1・ff！・・（ω）1≧2f・・i－0，1，…，e－1・
　　　‘Z）　F（）rω∈σVノ互，ff　there　fs　a　dfsk」D　fs　bounded　byδ∈（oψ）－1（ω），右hen　le亡むhe　pfp　be　de五nedわy
　　　P（w）：＝U｛dσfsacellofH，σ∈D｝
　　　‘8♪L・田Pb・亡h・・θ亡・f　h・m・嚇P・」…There」・…むロ・1　m・P・pr・HP→°陽d・伽・d妙
pa（ω1，ω2）：＝ω1・（一ω2）．
It　is　easy　to　show　the　following：
正emma　4．5
ωσψ：00fi→OWfi　fs　an　isomorphism・
‘2，e（σψ（δ））＝e（δ）．
（3♪　For　any　homotopy　pair（ω1，ω2）∈HP，ffむhe　pfp　P（ω・，ω2）exjs右s，右heη．P（ω1，w2）＝P（Pa（ω、，ω2））．
The　following　is　our　key　lemma．　We　cal1　this　lemma，digital　Stokes　theorem．，
Lemma　4．6
F・・a　simpl・w・・dω∈°Wfi，＃｛i［ni（w）＝土2｝≧6．
　　　（Proof）
　　　Consider　the　dual　cellular　decomposition　H＊of　H．　We　may　assume　thatδ∈cth－1（w）is　a　closed　path
on　the　graph　l爵＊（1）．（Here、臼＊（1）is　the　1－skeleton　of　fi＊．　We　can　regard、言＊（1）as　a　graph．）Let　D　be　a　disk
bounded　byδ．　D　can　be　regarded　as　a　finite　planer　sub－complex　of　H＊．　Let　vl，　v2，　el，　e2，　and　f　be　the
numbers　of　internal　vertices，　external　vertices，　internal　edges，　external　edges，　and　faces　of　D，　respectively．
Letε3　be　the　numbers　of　edge　from　an　internal　vertex　to　an　external　vertex．　In　D，　every　face　has　three
edges，　and　the　degree　of　each　internal　vertex　is　even　and　equal　to　or　greater　than　6．　We　have　f（）rmulae
V2＝e2
3ノ＝2e1十e2
6Vl　≦e3－1－2（el－e3）
＠1初2）一（e1＋e2）＋∫＝1．
The　last　fbrmula　is　that　of　Euler　number．　From　these　we　get　2e2－e3≧6．　Here　we　may　assume　that　any
ni（δ）≧2since　w　is　simple．　Then　we　have｛
　　乏＝e2
Σ1；1（ni（δ）－1）一・、
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　　　Whence　it　follow　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（ni（δ）－3）一・・－2・・≦－6・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O
The　formula　ni（ω）－3≧－1　fbllows　the　conclusion．
（4．7）
We　prove　the　following　corollary　of（4．7）．
Corollary　4．8
F・…1mp1・w・・dω∈°堰C亡here」・a6一加p1・（i・，i・，…，i・）・・ch亡h・亡
ω0≦i・＜i2＜…＜i6≦e－1・
ぐ2♪nik（w）＝2　　　（k＝1，2，…　　，6）
〔3♪・i、（w）一・i、（ω）ニ・、，（ω），・i、（ω）＝・i、（ω）＝・i，（ω），a・d・i、（ω）≡・i、（ω）＋1（m・d・2）
　　　（Proof）
　　　Let　il：＝min｛i　l　ni（ω）＝2｝，　and　ik＋1：＝min｛i　l　i＞ik，ni（ω）＝2，0乞＠）≡…oi、（ω）十1（mod．2）｝。　Tb
show・that・we・can・obtain・i1，…，盛6　in　this　way，　it　is　su缶cient　to　show　thatΣ1二lk＋1（ni（ω）－3）≦一（6－k）・
　　　If襖＝min｛i巨＞ik，ni（ω）r・2｝satisfies　o乞為（切≡oik（ω）十1（mod．2），　we　have　ik＋1ニik　and
Σ1二ii．、（ni（ω）－3）≦一（6－k）＋・一一（6－（k＋・））・
　　　If　4・ati・且・…L（w）一・・、（ω），　th・n，・・i・g　th・f・・m・1…＋1ヨ・i＋ni＋1（m・d・2），　w・hav・th・
fbllowings：（i）ik≧ik十2．（Since　oi、＋1≡oik十1（mod．2）．）（ii）nik＋1，…，η孤are　more　than　2．（From
the　definition　of　i’k．）（iii）At　least　one　of　nik＋1，…，nik　is　more　than3．（Since　if　all　of　them　equal　to　3　then
・、L＠）≠・、、・（w）．）1・f・ll・w・th・・Σ1≧、、＋1（ni＠）－3）≧・・nd　wh・nceΣ1；之．、（・・＠）－3）≦一（6－k）・
This　completes　the　proof　of　4，8．
Proposition　4・9
1f（ω1，ω2）fs　a　ho皿otopy　pajr　and　bothω1　andω2　are　minima1，むhen　the　pjp　fs　no亡2－djmen8jona1．
　　　（Proof）
　　　First　we　mention　that　the　pip　is　homotopy　equivalent　to　1）and　whence　the　pip　is　connected　and
simply　connected．　Let　P（2）＝closure（interior（P（ω1，ω2）））．　P（2）may　have　some　connected　components．
Let　P（2）＝Pl　U…UPr．（Each　Pj　is　a　connected　component．）Since　the　pip　is　connected　and　simply
…nect・d，　P（＆、，＆、）－P（2）UU冒・i．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Here　c乞is　a　path　on　H（1）．　Suppose　that　the　endpoints　of　ci　are　on　j弓・‘1　and　j弓・i2．（i＝1，2，…，r－1，
ゴil≠ゴi2．）If　c‘intersects　1）（2）at　only　one　point，　then　we　don，t　considerゴi2．　Suppose　that　the　endpoints
of　Or1∈φ一1（ω1）are　adjacent　to　lら．、　and　Pj・．、．　If　endpoints　may　not　be　adjacent　to　P（2），　then　we　don，t
considerゴrl　orゴr2．　In　any　case，　fbr　some　j（1≦ゴ≦r）we　have
＃｛（1，・） ；ill～｝≦2・
Let　uゴbe　a　simple　closed　digital　curves　such　that　P（uj）＝Pj・and　let吻＝［aebo…ae＿ibe＿1αo】．　Then
the　intersection　of　uゴandωr（－w2）consists　of　two　curves　vl，　v2，　There　are　at　least　6　i，s　such　that
nゴ（uゴ）ニ2．To　obtain　vl，v2　from　uゴ，　ifゴ＝ゴik　fbr　some　i≧1，　then　2　succeeding　ni（uゴ）’s　are　lost．　If
ゴ＝ゴrk　then　one　ni（uゴ）is　lost．（See　Figure　15．）Hence　for　some　ii，i2，we　obtain　that　ai、＿1bi1＿1αi、bi1αi，＋1
andαi2＿1bi2＿1αi2bi2　ai2＋1　are　subcurves　ofω1・（一ω2），　ni1（uゴ），ni2（％ゴ）＝±2，　and　oil（鉱ゴ）≡…oi2（uゴ）十1
（mod．2）．　This　is　a　contradiction．
Example：See　Figure　16．
There　areα，b，　c∈Z／2　and
儲3｝＝＝｛1：1：1：1：II＋、1，＋11＋、｝
｛n（一ω2）o（一ω2）｝一｛3， ，3 3
b＋1，b＋1，　b＋1，
｝
?????????，????
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（Ul）o（Ul）｝一｛諺、21　li　zi　2，＋1，1＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，　　　　2，　3，　　　　3，　　　　2，　　　　3，　3、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＋1，c，　c＋1，　c＋1，　c＋1，　c，　c
From　the　above　observation，　we　haveα＝わ＝cand
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（Vl）o（Vl）｝一儲諺1，1＋1｝⊃｛：｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（v2）・（v2）｝一｛翫1，1，＋1，1，＋、，li　2｝⊃｛1＋1
Hence　at　least　one　ofω1　andω2　is　not　minimal．
｝
｝
5　Closed　digital　curve　shortening
We　consider‘digital　curve　shortening　problem，　for　closed　digital　curves　cOH．
proposition．
We　remark the　fb lowing
　　　Proposition　5．1
　　　Th・・ew・i伽g騨・m　3・d…n・ホ・・酌‘・・ゆ1・亡・n・…f・σ0丑．　Th・亡f・，亡here　exf・亡・。w。．dω∈σWH
suchむhaむwe　can　aPP炉slfd加9　infinite　times．
　　　（Proof）
　　　See　Figure　15．　Moreover　fbr　any　odd　number　e≧3，　there　exists　a　counter　example　of　length　e．
　　As　a　corollary　of　Lemma　4．9，　we　have：
　　　Proposition　5．2
　　　SupP・seむha勘∈σVVH　arises丘・m　a　nu11－h・m・t・pic・curve．
ofleng亡h　O．
Then　u皿der　So，　o一くw．　Here・o・is・a・curve
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